INGEGNERIA EDILE   
APPELLO DI GEOMETRIA 
Data: 24 febbraio 2016
Traccia n. 1
COGNOME:_______________________ NOME:__________________ 
Matr.:________________
Q1) Dare la definizione di applicazione lineare.
Q2) Dimostrare che ogni endomorfismo ingettivo è surgettivo.
Q3) Date le matrici 

[image: image1.emf]








A = 0 1 1 0 æ è ç ö ø ÷ , B = 1 - 1 - 1 1 æ è ç ö ø ÷ , C = 0 0 0 1 æ è ç ö ø ÷


dire se esiste [image: image2.emf][(A” + B)-C]'l









( A T + B ) × C éëù û - 1

e, nel caso affermativo, calcolare l’inversa con il metodo dell’aggiunta.
Q4) Data l’applicazione lineare [image: image3.emf]f
‘R?
—
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f : R 3 ® R 3 ' ' " ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + z , x + y , y + z )

,
a) calcolare una base e la dimensione di Im(f);

b) calcolare una base e la dimensione di Ker(f);

c) dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.
Q5) Classificare la conica di equazione [image: image4.emf]X +xy+x+y=0









x 2 + x y + x + y = 0

 e calcolare la sua equazione canonica.
Q6) In un riferimento cartesiano ortonormale RC(O,i,j,k) sono dati i piani 

[image: image5.emf]T:x+y+z-1=0Am':2x-y+22=0









p : x + y + z - 1 = 0 Ù p ' : 2 x - y + 2 z = 0

.
a) Calcolare l’equazione della retta r passante per P0(1,0,0) e perpendicolare al piano [image: image6.emf]








p


b) Calcolare della retta s passante per P0(1,0,0) e parallela alla retta [image: image7.emf]t=xNumx'









t= p Ç p '

;

c) Calcolare l’angolo formato dalle rette r ed s.
Soluzione

Q1) Siano V e V’ due spazi vettoriali su K e sia [image: image8.emf]f:v=v









f : V ® V '

. Si dice che f è un’applicazione lineare di V in V’ se [image: image9.emf]








f

soddisfa le seguenti due condizioni:

[image: image10.emf]DYy, EV:f(v +v,) = f(v)+ f(v,)
DVkEKAYvEV: f(k-v)=k- f(v)









1) " v 1 , v 2 Î V : f ( v 1 + v 2 ) = f ( v 1 ) + f ( v 2 ) 2) " k Î K Ù " v Î V : f ( k × v ) = k × f ( v )


Q2) Se [image: image11.emf]V=V









f : V ® V

è un endomorfismo ingettivo, allora [image: image12.emf]ker(f)= {O} < dimker(f)=0









k e r ( f ) = 0 { } Û d i m k e r ( f ) = 0

.
Di conseguenza, applicando il teorema della dimensione, si ha:

[image: image13.emf]dim(V) = dimIm(f) +dimker(f) = dimIm(f) = Im(f)=V = f









di m ( V ) = d i m I m ( f ) + d i m k e r ( f ) = d i m I m ( f ) Þ I m ( f ) = V Þ f

è surgettiva.

Q3) Siano 
[image: image14.emf]








A = 0 1 1 0 æ è ç ö ø ÷ , B = 1 - 1 - 1 1 æ è ç ö ø ÷ , C = 0 0 0 1 æ è ç ö ø ÷

.

[image: image15.emf]0+1 1-1 |_( 1 0
1-1 0+1 0 1
1:0+0-0 1-0+0-1
0-0+1-0 0-0+1-1

|

|
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B T = 1 - 1 - 1 1 æ è ç ö ø ÷ A + B T = 0 1 1 0 æ è ç ö ø ÷ + 1 - 1 - 1 1 æ è ç ö ø ÷ = 0 + 1 1 - 1 1 - 1 0 + 1 æ è ç ö ø ÷ = 1 0 0 1 æ è ç ö ø ÷ A + B T () × C = 1 0 0 1 æ è ç ö ø ÷ × 0 0 0 1 æ è ç ö ø ÷ = 1 × 0 + 0 × 0 1 × 0 + 0 × 1 0 × 0 + 1 × 0 0 × 0 + 1 × 1 é ë ê ù û ú = 0 0 0 1 æ è ç ö ø ÷


Poiché 

[image: image16.emf]0 0
0 1

det[ (A+B")-C ]=










de t [ A + B T ( ) × C ] = 0 0 0 1 = 0


la matrice  [image: image17.emf](A+BT)-C









A + B T () × C

 non è invertibile.

Q4) [image: image18.emf]f
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—
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f : R 3 ® R 3 ' ' " ( x , y , z ) Î R 3 : f ( x , y , z ) = ( x + z , x + y , y + z )

.
[image: image19.emf]Yu =(x,y,z)€R3 fw)=f(x,y,20)=(x+z,x+y,y+2)=(x,x,0)+(0,y,y)+(2,0,2) =
=x(1,1,0)+ y(0,1,1) + z(1,0,1) = Im(f) = L(u, = (1,1,0),u, = (0,1,1),u; = (1,0,1))









" u = ( x , y , z ) Î R 3 : f ( u ) = f ( x , y , z ) = ( x + z , x + y , y + z ) = ( x , x , 0 ) + ( 0 , y , y ) + ( z , 0 , z ) = = x ( 1 , 1 , 0 ) + y ( 0 , 1 , 1 ) + z ( 1 , 0 , 1 ) Þ I m ( f ) = L ( u 1 ' = ( 1 , 1 , 0 ) , u 2 ' = ( 0 , 1 , 1 ) , u 3 ' = ( 1 , 0 , 1 ) )


Poiché 

[image: image20.emf]det(u,,u,,u,) = =2=0

O = =
)
—_— O =









de t ( u 1 ' , u 2 ' , u 3 ' ) = 1 0 1 1 1 0 0 1 1 = 2 ¹ 0


i tre vettori sono L.I. Dunque:

[image: image21.emf]B, ={(1.1,0),(0,1,1),(1,0,)} Adim Im(f) = 3.









B I m ( f ) = ( 1 , 1 , 0 ) , ( 0 , 1 , 1 ) , ( 1 , 0 , 1 ) { } Ù d i m I m ( f ) = 3 .


[image: image22.emf]Yu=(x,y,2) Eker(f): f(u)= f(x,y,z)=(0,0,0) = (x+z,x+y,y+2)=(0,0,0) =
x+z=0

=1x+y=0=x=y=z=0=ker(f)={0} adimker(f)=0
y+z=0









" u = ( x , y , z ) Î k e r ( f ) : f ( u ) = f ( x , y , z ) = ( 0 , 0 , 0 ) Þ ( x + z , x + y , y + z ) = ( 0 , 0 , 0 ) Þ Þ x + z = 0 x + y = 0 y + z = 0 ì í ï î ï Þ x = y = z = 0 Þ k e r ( f ) = 0 { } Ù d i m k e r ( f ) = 0


a) Poiché dim Im(f) = 3  [image: image23.emf]:>Im(f)=R3:>f









Þ I m ( f ) = R 3 Þ f

è surgettiva e poiché dim ker(f) = 0, f è anche ingettiva. Dunque, f è bigettiva.
Q5) Sia data la conica di equazione  [image: image24.emf]X =xy+x+y=0









x 2 - x y + x + y = 0

.
Le matrici della conica sono:

[image: image25.emf]— N o










A = 1 1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2 1 2 0 æ è ç ç ç ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ Ù A 0 0 = 1 1 2 1 2 0 æ è ç ç ç ç ö ø ÷ ÷ ÷ ÷


Poiché 

[image: image26.emf]det(A”) =

N | =

S N









de t ( A 0 0 ) = 1 1 2 1 2 0 = - 1 4 < 0


la conica è un’iperbole e poiché

[image: image27.emf]








de t ( A ) = 1 1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2 1 2 0 = 1 8 + 1 8 - 1 4 = 0


la conica è degenere.
Calcoliamo le sue rette componenti.
[image: image28.emf]X Hxy+x+y=0=x(x+y)+(x+y)=0=(x+y) (x+1)=0=x+y=0Ax+1=0









x 2 + x y + x + y = 0 Þ x ( x + y ) + ( x + y ) = 0 Þ ( x + y ) × ( x + 1 ) = 0 Þ x + y = 0 Ù x + 1 = 0


Q6) Siano [image: image29.emf]T:x+y+z-1=0Am':2x-y+22=0









p : x + y + z - 1 = 0 Ù p ' : 2 x - y + 2 z = 0

.

a) Poiché la retta r è perpendicolare al piano [image: image30.emf]








p

, essa avrà parametri direttori proporzionali ai coefficienti a, b, c del piano [image: image31.emf]








p

; in particolare:
[image: image32.emf]l=a=1lm=b=1ln=c=1









ℓ = a = 1 , m = b = 1 , n = c = 1

.

Pertanto, le equazioni della retta r passante per P(1, 0, 0) e perpendicolare a [image: image33.emf]








p

 sono:

[image: image34.emf]








x - x 0 ℓ = y - y 0 m = z - z 0 n Û x - 1 1 = y - 0 1 = z - 0 1 Û x - 1 = y x - 1 = z ì í î Û x - y - 1 = 0 x - z - 1 = 0 ì í î


b) La retta [image: image35.emf]t=xNumx'









t= p Ç p '

ha equazioni 
[image: image36.emf]x+y+z-1=0
2x-y+2z=0









x + y + z - 1 = 0 2 x - y + 2 z = 0 ì í î


Considerata la matrice dei soli coefficienti

[image: image37.emf]








1 1 1 2 - 1 2 æ è ç ö ø ÷


i parametri direttori della retta t sono

[image: image38.emf]








ℓ t = 1 1 - 1 2 = 2 + 1 = 3 , m t = - 1 1 2 2 = 0 , n t = 1 1 2 - 1 = - 1 - 2 = - 3


e, quindi, i parametri direttori della retta s // t, sono 

[image: image39.emf]t.=t,=3m =m =0,n=n=-3









ℓ s = ℓ t = 3 , m s = m t = 0 , n s = n t = - 3


e le equazioni della retta s passante per P(1,0,0) e parallela a t sono:

[image: image40.emf]








y = 0 x - 1 3 = z - 0 - 3 ì í ï î ï Û y = 0 x + z - 1 = 0 ì í î


c) Calcoliamo l’angolo formato da r e da s:
[image: image41.emf]A 00'+ mm'+ nn' _ 13+10+1-(3) g, ag_90°
cos(r S)=\/€2+m2+n2'\/f'2+mvz+n'2 JI+1+41-4/9+0+9










co s ( r ^ s ) = ℓ ℓ ' + m m ' + n n ' ℓ 2 + m 2 + n 2 × ℓ ' 2 + m ' 2 + n ' 2 = 1 × 3 + 1 × 0 + 1 × ( - 3 ) 1 + 1 + 1 × 9 + 0 + 9 = 0 Þ r ^ s = 9 0 °
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